FUNCIONES ACOTADAS. MAXIMOS Y MINIMOS

2
esta acotada en toda la recta real.

1. Demostrar que la funcién f(x)= Z

1+x

0,six=0
2. Demostrar que x, =0 es un minimo local para la funcién: f (x)= sin? 1 six#0"
X
0,six=0
3. Sealafuncién f:R — R definida por: f(x)={1-cosx Sixe0"

X
a. [Estudiar la continuidad de f.

b. Encontrar la funcién derivada f° alli donde esté definida.
c. (Posee f maximo relativo en x = 0?

l,sisz
2

Solucién: fes continua en todo R; f '(x) = ; NO.

xsinx—1+cosx .
six#0

2 ’
X

4. Dividir un ndmero en dos partes tales que la suma de sus cuadrados sea minima.
Solucién: Las partes son iguales entre si.

5. Hallar los maximos y minimos de la funcién: f(x)=e*+2cosx+e™.
Solucion: P (0, 4) es un minimo relativo.

6. Dada la funcién: f (x) =ax’ +bx*+cx+d, calcular a, b, ¢ y d, sabiendo que tiene un maximo en
el punto A (-1, 1) y un minimo en el punto B (2, -2).
1 4 2

Solucion: a :g,b:——,c:——,d =—.
9 3 3 9

7. Hallar los maximos y los minimos de: f(x)=e"sinx.

Solucion: e +km, ke Z, que es minimo si k impar y maximo si k par.

8. Hallar los extremos locales de la funcién: f(x)=x* —75x* +1620x—1000.

Solucion: A (3, 2078) es maximo, B (-3, 3178) es minimo, C (6, 296) es minimo, D (-6, 2296) es
maximo.

*+1
,six<0

9. Consideremos la funcién f de R en R dada por: f(x)= . j_“ b_ 1

X’ +2x+1
a. Hallar los valores de a y de b, sabiendo que f es continua en x = 0 y que tiene un minimo
en el punto x = 2.
b. Con estos valores de a y de b, ;es f derivable en todo R?
c. Hallar las asintotas de la curva de ecuacién y = f(x).

Solucién: a =2, b =-1; fes derivable en R*; y =0, y=x+1.

,six>0



10. Hallar los maximos y minimos relativos de: f(x)= xte ™.

Solucion: Maximos en x = —\/E y x= \/5 , minimo en x = 0.
11. Encontrar los extremos locales de: f(x)=x",x>0.

., . . 11
Solucion: Minimo relativo en | —,— |.
e e;

12. Estudiar los extremos de la funcién: f(x)=(x— 3)5 +6.
Solucién: No tiene.

4 » 1 .
(x—l) cos E,swcil . Se pide:

0,six=1

13. Se considera la funcién: f(x)

a. Hallarf’ (1) yf” (1).
b. (Existe un minimo local en x = 1?

Solucioén: f° (1) =0, (1) =0; si.

14. Determinar a y b para que la funcién: f(x)=x*+ax+b tenga por minimo el punto A (-1, 2).
Solucién: a =2, b =3.

15. Se considera la funcién f de R* en R definida por: f(x)= x> +2.
X

a. Hallar a para que la funcién posea un minimo local en x = 2.
b. Demostrar que f no puede tener un maximo local para ningtn valor de a.
Solucion: a = 16; f”(x) =6,Vae R.

3
xt=2xr 417
Solucién: Méaximo local en x = 0, minimos locales en x=—-1yenx = 1.

16. Determinar los extremos locales de la funcién: f(x)=

17. Calcular los extremos de la siguiente funcién: f(x)= xle™

Solucion: Maximos locales en x = —\/5 yen x = \/E , minimo local en x = 0.

18. Dividir un ndmero en dos partes tales que su producto sea maximo.
Solucién: Deben ser iguales entre si.

19. Descomponer el nimero 45 en dos sumandos tales que la suma del doble del cuadrado el primero,
mads siete veces el cuadrado el segundo, sea minimo.
Solucién: x =35, y = 10.

20. Descomponer el nimero 49 en un producto de dos factores de tal forma que la suma de estos sea
minima.
Solucién: x=y=17.

21. Descomponer 98 en dos sumandos tales que la suma de sus raices cuadradas sea mdxima.
Solucién: x =y =49.



22. Sobre un segmento AB de longitud a se considera un punto variable X. Hallar el valor de AX en
funcion de a para que el area de los tridngulos equildteros de lado AX y XB, sumada, sea minima.
Solucién: Deben ser dos partes iguales.

23. Hallar el tridngulo rectangulo de drea médxima de los que tienen por hipotenusa el lado a.
. a
Solucion: x=y=——.

V2

X
1+x*

24. Hallar los maximos y minimos de la funcién: f(x)=

Soluciéon: Maximo en x = 1, minimo en y = —1.

25. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto P (3, 2) y forma con los ejes cartesianos un
tridngulo de drea minima situado en el primer cuadrante.
Solucién: 2x+3y—-12=0.

26. Hallar la longitud de la barra més larga que puede hacerse pasar horizontalmente por una esquina
de un corredor de 2 m de ancho a otro de 1 m de ancho.
Solucion: / = 4,162 m.

27. A un rio de anchura a metros se le ha construido un canal de anchura b metros, formando un
angulo recto. ;Cuadl es la longitud maxima que podré tener un barco que navegue por el rio para
poder pasar a navegar por el canal?

Solucion: [ = (3\/a_2+3\/b_2)3 )

28. Por el punto de coordenadas P (3, 2) se traza una recta variable. Hallar la ecuacién de la recta tal
que el segmento interceptado por los semiejes positivos sea minimo.

al + Y =1
3+312 24318

29. Hallar un nimero tal que el exceso sobre su cuadrado sea maximo.
Solucién: x = 1/2.

Solucion:

30. Hallar las dimensiones del rectidngulo de drea maxima inscrito en un tridngulo equilédtero de lado

a.
a3

Solucion: base = ﬁ, altura = ——.
2 4

31. Hallar las dimensiones del rectdngulo de drea maxima inscrito en un tridngulo isdsceles que tiene
10 cm de base y 16 cm de altura.
Solucién: x (base) =5, y (altura) = 8.

32. Un pueblo B se encuentra a 20 km de la via recta de un ferrocarril. Se trata de construir un
apeadero C para que el viaje desde el pueblo A, por el que pasa la via, al pueblo B dure lo menos
posible. La velocidad por ferrocarril es de 0,8 km/min y por la carretera CB es de 0,2 km/min.

Solucidn: x (distancia CD, D pie de la perpendicular trazada desde B a la via) = 5,1639 km, a > x.

33. Una particula pasa de un medio a otro con velocidades constantes v; y v,, respectivamente.
Demostrar que para que sea minimo el tiempo que tarda en pasar del punto A, situado en el primer
medio, al punto B, situado en el segundo medio y sobre distinta normal al medio que el punto A,



. . sind v ,
tiene que recorrer un camino AOB tal que: —91 =—L. (6, esel dngulo que forma AO con la
sing, v,

normal en O, mientras que &, es el dngulo que forman dicha normal en O y el segmento OB.)

34. Dos pueblos, A y B, estdn situados a 10 y a 15 km de distancia de un rio rectilineo, ambos en la
misma margen. Un arriero parte de A y se dirige a B pasando por la orilla del rio para abrevar a su
borrico. {En qué punto M del rio tiene que abrevar para que el camino de A a B sea minimo,
sabiendo que la proyeccion del segmento AB es de 20 km?

Solucidon: x (distancia desde M hasta el pie de la perpendicular de A) = 8 km, y (distancia de M al pie de
la perpendicular de B) = 12 km.

35. Entre todos los tridngulos isdsceles de perimetro p constante, encontrar el de drea maxima.

Solucidn: Se trata de un tridngulo equilétero, de lado [ = 2?p .

36. Una piedra preciosa pesa 12 quilates. Sabiendo que el valor de una piedra preciosa es proporcional
al cuadrado de su peso y que su valor es 1450 €, calcular la depreciacion méxima cuando se divide
en dos trozos. Hallar los valores de los trozos, suponiendo que no se pierde peso en la separacion.

Solucién: Ambos trozos son de 6 quilates y valen 362,50 €.

37. Entre todos los rectidngulos de perimetro p constante, hallar el de drea méxima.
Solucién: Se trata de un cuadrado de lado [ = p/4.

38. Entre todos los rectdngulos de drea S constante, encontrar el de perimetro minimo.
Solucién: Se trata de un cuadrado de perimetro p = 448 .

39. Una arafa se encuentra en una esquina de una habitacién rectangular de 3 m por 8 m, y una mosca
en la esquina opuesta. La habitacién se encuentra alfombrada practicamente entera, excepto el
borde en el que se ve el parqué. Sabiendo que la arafia tarda el mismo tiempo en recorrer S m de
parqué que 4 m de alfombra, hallar el camino que debe seguir la arafia para que llegue donde la
mosca en el minimo tiempo posible.

Solucién: Recorre 4 m por la orilla del lado mayor y luego cruza en linea recta, por la alfombra, hacia la
mosca.

40. En un campo se quiere delimitar una parcela de 216 m’ por medio de una valla rectangular y
ademads dividirla en dos partes iguales por medio de otra valla paralela a uno de los lados. Hallar
las dimensiones para que la longitud total de la valla sea minima.

Solucién: Lado paralelo a la valla medianera, x = 12 m; el otro lado, y = 18 m.

41. Un recténgulo debe tener una superficie de 64 m”. Hallar sus dimensiones de forma que la
distancia de uno de sus vértices al punto medio de un lado no adyacente sea minima.

Solucién: Lado del que se toma el punto medio, y = 8\/5 m; el otro lado, x = 4\/5 m.

42. Hallar el rectangulo de superficie méxima circunscrito a otro rectdngulo de lados a y b.

V2

Solucién: Se trata de un cuadrado de lado [ = (a + b)T .

43. Un espejo plano, que tenia forma de cuadrado de 80 cm de lado, se ha roto por una esquina segin
una recta. Uno de los trozos tiene forma de tridngulo rectdngulo de catetos 40 y 32 cm. Se pide:



a. Hallar las dimensiones del espejo rectangular de drea maxima que puede recortarse del
otro trozo, de modo que los bordes del nuevo espejo sean paralelos a los del primitivo.
b. Calcular dicha drea méxima.
Solucién: 70 cm x 56 cm; 3920 cm?.

44. Dividir un arco a de circunferencia dado en dos arcos tales que la suma de las cuerdas
correspondientes sea maxima.
Solucién: Se divide en dos partes iguales, x = a/2.

45. Sea C una circunferencia de radio R. Determinar las dimensiones del rectangulo de drea maxima
inscrito en ella. Hallar el area de dicho rectangulo para R = 1,017 cm, calculdndola de forma
aproximada mediante el concepto de diferencial.

Solucion: Se trata de un cuadrado de lado [ = R\/E 0 S =2,068 cm?.

46. Un jardinero debe construir un parterre de forma de sector circular, con un perimetro de 20 m.
(Cudl serd el radio que dara el parterre de drea maxima?
Solucién: » =5 m.

47. Una ventana normanda se forma sustituyendo el lado superior de un marco rectangular por un
semicirculo. Dado el perimetro p de la ventana, hallar sus dimensiones para que el flujo luminoso
a su través sea maximo.
p

2p ; altura hasta la base del semicirculo, b =——.
4+ 4+

Solucion: Base, a =

48. Las manecillas de un reloj miden 8 y 10 cm. Unimos sus extremos formando un tridngulo. Se
pide:
a. Expresar el area del tridngulo en funcién del tiempo.
b. Determinar el instante, comprendido entre las 12 h y las 12 h 30 min para el cual es
maxima el 4rea.
c. Hallar dicha érea.
Solucién: S(r)=40sin0,0967; 12 h 16 min 21,8 s; 40 cm”.

49. Hallar las dimensiones del rectdngulo de drea mdxima que puede inscribirse en un semicirculo de
radio r, estando su base inferior sobre el diametro.

r2

Solucion: Base, b = r\/a :altura, h = T

50. Una pieza de alambre de longitud L se corta en dos trozos; con uno de ellos se forma un cuadrado
y con el otro un circulo. ;Cémo debe cortarse el alambre para que la suma de las dreas de ambos
recintos sea minima?

: radio del circulo, R = #
447 24+ 1)

Solucion: Lado del cuadrado, x =

51. Hallar las dimensiones del tridngulo is6sceles de drea méxima inscrito en una circunferencia de
radio R.

Solucidn: Se trata de un tridngulo equilatero de lado, [ = Ry3.

52. Dos mastiles, de alturas a y b, estdn a una distancia d. Hallar un punto sobre la recta que une sus
bases de manera que la suma de los cuadrados de las distancias de él a los vértices sea la menor
posible.



Solucién: Es el punto medio entre los dos mastiles.

53. Encontrar el punto de la pardbola y = x> m4s préximo al punto (0, 1).
Solucién: (L lj y (—L lj
V272 V272)

54. Hallar la ecuacion de la elipse de d&rea minima que pasa por A (1, 1) y cuyos ejes son los de
coordenadas.

Solucién: x> +y*=2.

55. Las dimensiones de un terreno de futbol son 60 m por 90 m; se supone que la porteria tiene 7 m.
(Desde qué punto de la banda tiene el extremo el dngulo de tiro 6ptimo?
Solucion: A una distancia del cérner, x = 29,795 m.

56. Determinar las coordenadas de los puntos de la pardbola y* = 4x, tales que la distancia al punto A
(4, 0) sea minima.
Solucién: A (2.2v2) y B (2.-2v2).

57. Un tridangulo is6sceles, de 30 cm de perimetro, gira alrededor de su altura engendrando un cono.
Hallar las dimensiones del tridngulo para que el volumen sea méximo.
Solucion: Base, b = 12 cm; lado, a =9 cm.

58. Dada una esfera de radio R y todos los cilindros inscritos en ella, hallar la altura del cilindro de
area total maxima.

10++/20
—

Solucion: A =R

59. Una hoja de papel debe contener 18 cm? de texto impreso. Los margenes superior e inferior deben
tener 2 cm cada uno, mientras que los laterales deben ser de 1 cm cada uno. Calcular las
dimensiones de la hoja para las cuales el gasto de papel es minimo.

Solucién: x =5 cm, y = 10 cm.

60. La suma de las longitudes de las aristas de un prisma recto de base cuadrada es constante. Hallar
las dimensiones del prisma para que su volumen sea maximo.
Solucidn: Se trata de un cubo.

61. Una empresa quiere fabricar cajas de cartdn, sin tapa, de piezas rectangulares de lados 5 y 8 dm,
cortando cuadrados iguales en las esquinas y doblando. ;Cémo deben cortarse los cuadrados para
que la capacidad de la caja sea maxima?

Solucién: x = 1 cm de lado.

62. Un prisma hexagonal regular tiene un volumen de 36 m’. Hallar las dimensiones para que su
superficie total sea minima.

Solucion: Lado de la base, x =2 m; altura, s = 2\/§ m.

63. Hallar las dimensiones del cilindro de volumen méximo que se puede inscribir en un cono de
radio R y altura H.

Solucion: Radio, r = %R ;altura, h= %H )



64. Hallar la relacion entre la altura y el radio de un cilindro de volumen constante para que la
superficie total sea minima.
Solucidén: /1 = 2R.

65. Se quiere inscribir un cilindro en una esfera de radio R. Hallar las dimensiones del cilindro si su
volumen ha de ser méximo.

R6 _RV3
=3

Solucion: Radio, r = T; altura, h

66. Hallar las dimensiones del cilindro de mayor volumen entre los que tienen la superficie total
constante e igual a K.

Solucion: Radio, r = 1/6£ :altura, h=2r.
V4

67. Admitiendo que la resistencia a la flexion de una viga de seccién rectangular es directamente
proporcional a la anchura y al cuadrado de la altura, hallar las dimensiones de maxima resistencia
de una viga que puede sacarse de un madero cilindrico de didmetro d.
dJ3 a6
I

3

Solucion: x =

68. Hallar las dimensiones del cono de volumen maximo inscrito en una esfera de radio R.

Soluciéon: Radio, r = %R : altura, h = gR )

69. Se quiere circunscribir un cono a una esfera de radio R. Hallar las dimensiones del cono si su
volumen ha de ser minimo.

Solucion: Radio, r = R\/E ;altura, h=4R.

70. De todos los conos de revolucion de generatriz 10 cm, ;cudl es el de volumen méaximo?

Soluciéon: Radio, r = 10\/% cm; altura, h = 10\/% cm.

71. En los laboratorios de hacen filtros cénicos plegando un papel de filtro circular de radio R. Hallar
las dimensiones de dicho cono para que el volumen sea méximo.

V3

Soluciéon: Radio, r = gR : altura, h = TR.

72. Una boya, formada por dos conos rectos de hierro unidos por sus bases, se debe construir con dos
placas circulares de hierro, de radio R. Hallar las dimensiones de la boya para que su volumen sea

maximo.
Soluciéon: Radio, r = gR : altura, h = gR.

73. Se quiere construir una caja abierta, de base cuadrada y de 108 litros de capacidad. Hallar las
dimensiones para que la superficie sea minima y, por tanto, minimo el coste de fabricacién en
material.

Solucion: Lado de la base, x = 6 dm; altura, # =3 dm.



74. Un perro estd atado con un lazo corredizo a una columna de base cuadrada, cuyo lado es a cm. La
longitud de la cuerda es L. El perro trata de alejarse de la columna lo mds posible tirando de la
cuerda perpendicularmente a una de las caras, con lo que el nudo se aproxima a la columna. Hallar
a qué distancia de la cara se detiene el nudo y el dngulo que forma la cuerda con dicha cara.

a
Solucion: Distancia, x = —= cm; dngulo, 8 =30°.
2.3 s

75. Se consideran los rectangulos de 12 m de perimetro. Hallar las dimensiones del rectdngulo que, al
girar alrededor de uno de sus lados, engendra un cilindro de volumen maximo.
Solucién: Base, x =4 m; altura, y =2 m.

76. Un ingeniero estd disefiando un acueducto y tiene que utilizar ldminas rectangulares de metal de
4m de ancho por 10 m de largo. Quiere doblar las laminas a lo largo para formar dos dngulos
rectos, de modo que el caudal sea maximo. Hallar las dimensiones.

Solucién: Altura, x = 1 m; anchura, y = 2 m.

77. Calcular la longitud que debe tener una cuerda de una circunferencia de radio R para que al girar
360° alrededor de un didmetro paralelo a ella, engendre una superficie de drea méxima.

Solucion: R\/E .

78. Calcular el tiempo necesario para cruzar en linea recta y con la minima velocidad, una calle de
anchura ¢ metros, por la que circulan en un solo sentido y por un tnico carril, automéviles con
velocidad v, de anchura b y espaciados uno de otro a metros. (Aplicacion: Anchura de la calle 10
m, anchura de los coches 2 m, velocidad de los coches 36 km/h, separacion entre coches 5 m.)

c(a2 +b’ )

;1=29s.
abv

Solucion: 7 =

79. Un terreno rectangular esta limitado por dos caminos M y N, y en uno de sus vértices se encuentra
el extremo P de un pequeiio lago. Sabiendo que la distancia de P a los caminos M y N es de 108 m
y 256 m, respectivamente, hallar la longitud de la trayectoria mds corta por la que se puede ir de
un camino a otro cruzando el terreno y pasando por el extremo del lago.
Solucién: 500 m.



